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ο Joseph – Louis 
Lagrange (1763 – 
1813) έγινε 
καθηγητής 
Μαθηματικών στο 
Τορίνο σε ηλικία 19 
ετών και διαδέχθηκε 
τον Euler στην έδρα 
Μαθηματικών στην 
Ακαδημία του 
Βερολίνου. Ο 
Lagrange έδειξε ότι η 
λύση μιας γραμμικής 
ομογενούς εξίσωσης 
n τάξης είναι 
γραμμικός 
συνδυασμός n 
ανεξάρτητων 
λύσεων. 

Ακριβείς (πλήρεις ) διαφορικές εξισώσεις  

Yπάρχουν διαφορικές εξισώσεις όπως η 22x y 2xyy 0    η οποία δεν είναι 

ούτε γραμμική, ούτε χωριζόμενων μεταβλητών (διαχωρίσιμη ) , οπότε οι έως 

τώρα μέθοδοι δεν μπορούν να εφαρμοστούν . Ωστόσο , παρατηρούμε πως η 

συνάρτηση   2 2u(x,y) x xy  έχει την ιδιότητα    2 2 2 2 dy
x xy x xy 0

x y dx

 
   

 

άρα μία έκφραση της λύσης της σε πεπλεγμένη μορφή είναι η 2 2x xy c  ,όπου c 

μία αυθαίρετη σταθερά. 

Μια διαφορική εξίσωση 1ης τάξης της μορφής  

P(x,y)dx Q(x,y)dy 0         (2.4) 

λέγεται πλήρης ή ακριβής αν και μόνο αν υπάρχει συνάρτηση u u(x,y)  που 

λέγεται παράγουσα τέτοια ώστε 
x

u P  και 
y

u Q  με την γενική λύση της (2.4) 

να είναι η u(x,y) c , όπου c αυθαίρετη σταθερά. 

 

Με άλλα λόγια η εξίσωση Μ(x,y) N(x,y)y 0   (2.5)  είναι ακριβής αν και μόνο 

αν 
y x

Μ (x,y) N (x,y)  (έτερος συμβολισμός). 

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΛΗΡΟΤΗΤΑΣ   Έστω η διαφορική εξίσωση P(x,y)dx Q(x,y)dy 0  , 

όπου P και Q να έχουν συνεχείς παραγώγους 2ης τάξης . Τότε για να είναι πλήρης 

η εξίσωση P(x,y)dx Q(x,y)dy 0   πρέπει 
y x

P Q  

ΠΟΡΙΣΜΑ ΚΡΙΤΗΡΙΟΥ ΠΛΗΡΟΤΗΤΑΣ    Κάθε διαφορική εξίσωση χωριζόμενων 

μεταβλητών είναι πλήρης.  

Παράδειγμα 2.9     Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  

   2 22xy 3x dx x 2y dy 0     

Λύση   

Έχουμε 

2
x

y x2
y

u =P(x,y)=2xy 3x    
P Q 2x

u =Q(x,y)=x 2y

    


 , άρα η ΔΕ είναι πλήρης.  

Ολοκληρώνουμε την πρώτη εξίσωση 2
xu =P(x,y)=2xy 3x  ως προς x :  

 2 2
x xu =P(x,y)=2xy 3x u dx= P(x,y)dx+k(y) u x y = 2xy 3x dx+k(y)     ( , )  

2 3x y x k y   ( ) , οπότε παραγωγίζοντας την 2 3u x y x y x k y  ( , ) ( )  ως  προς y 

έχουμε: 2
yu x k y  ( )  οπότε προκύπτει πως 2k y 2y k y y     ( ) ( )  
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Άρα θα έχουμε ότι 2 3 2u x y x y x y  ( , ) , οπότε η λύση της διαφορικής εξίσωσης 

δίνεται σε πεπλεγμένη μορφή 2 3 2u x y c x y x y c    ( , )  , όπου c αυθαίρετη 

σταθερά.  

Παράδειγμα 2.10     Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  

 y 4 dx xdy 0    

Λύση   

Έχουμε 
x

y x
y

u =P(x,y)=y+4  
P Q 1

u =Q(x,y)=x


  


 , άρα η ΔΕ είναι πλήρης.  

Ολοκληρώνουμε την δεύτερη εξίσωση yu =Q(x,y)=x  ως προς y :  

y yu =Q(x,y)=x u dy= Q(x,y)dx+k(x) u x y = xdy+k(x) u x y =xy+k(x)    ( , ) ( , )

οπότε παραγωγίζοντας την u x y xy k x ( , ) ( )  ως  προς x έχουμε: xu y k x  ( )

οπότε εφόσον xu =P(x,y)=y+4  , έχουμε ότι k x 4 k x 4x   ( ) ( ) .  

Άρα u x y xy 4x ( , ) , οπότε η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι : 

xy 4x c   όπου c αυθαίρετη σταθερά. 

 

Παράδειγμα 2.11     Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  

   y 2 yycosx 2xe sinx x e 1 y 0      

Λύση  (με έτερο συμβολισμό)  

Σύμφωνα με την μορφή (2.5) της ακριβούς παρατηρούμε ότι 
y 2 yΜ(x,y) ycosx 2xe ,N(x,y) sinx x e 1        και ότι 

y

y x
Μ (x,y) cosx 2xe N (x,y)   , άρα η εξίσωση είναι ακριβής .  

Άρα υπάρχει μια λύση u(x,y)  , τέτοια ώστε  

y
x

2 y
y

u (x,y)=ycosx+2xe     

u (x,y)= x x e -1  




 sin
 

Ολοκληρώνοντας την πρώτη έχουμε: 

 y 2 y
xu (x,y)dx= ycosx+2xe  dx u x y y x x e h y     ( , ) sin ( )  

Έχουμε ότι  2 y 2 y

y
u Ν sinx x e h y sinx x e 1       , άρα 

 h y 1 h(y) y      . Άρα 2 yu x y y x x e y  ( , ) sin , οπότε η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης σε πεπλεγμένη μορφή είναι : 2 yy x x e y c  sin  , όπου c 

αυθαίρετη σταθερά. 
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Παράδειγμα 2.12     Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  

   2 23xy y x xy y 0     

Λύση   

Έχουμε 
   

2
y

2
x

Μ x y =3x+2y  Μ x y =3xy+y   

N x y 2x yN x y x xy

   
    

( , )( , )

,,
, δηλαδή y xΜ N  άρα η εξίσωση 

δεν είναι ακριβής  και θα πρέπει να ακολουθήσουμε μια διαδικασία σύμφωνα με 

την οποία θα την πολλαπλασιάσουμε με κατάλληλο ολοκληρώνοντα ή 

ολοκληρωτικό παράγοντα για να μετατραπεί σε πλήρη (ακριβή)  

 

Αν η διαφορική εξίσωση P(x,y)dx Q(x,y)dy 0  δεν είναι πλήρης αλλά έχει μία 

λύση της μορφής . τότε υπάρχει τουλάχιστον ένας ολοκληρωτικός παράγοντας. 

  

Ο υπολογισμός του ολοκληρωτικού παράγοντα είναι μία δύσκολη διαδικασία η 

οποία μερικές φορές είναι πιο δύσκολη και από την λύση της ίδιας της 

διαφορικής εξίσωσης. Στους πίνακες 1.2.3 – 1  και 1.2.3 – 2 θα δοθούν οι 

ολοκληρωτικοί παράγοντες για περιπτώσεις όπου P και Q πληρούν ορισμένες 

συνθήκες καθώς και οι ολοκληρωτικοί παράγοντες που συνήθως εμφανίζονται 

 

Πίνακας 1.2.3 – 1 : Υπολογισμός ολοκληρωτικού παράγοντα  

Συνθήκη  Ολοκληρωτικός παράγοντας 

1. y x

1
P Q f x

Q
 ( ) ( )     F x y f x dx , exp[ ]  

2. x y

1
Q P g y

P
 ( ) ( )     F x y g y dy , exp[ ]  

3. y xP Q
h xy

yQ xP



_

( )         dH s
F x y Η xy h s

ds
 , exp[ ], :  
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    Πίνακας 1.2.3 – 1 : Υπολογισμός ολοκληρωτικού παράγοντα  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγμα 2.13     Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  

 2y x dx 2ydy 0    

Λύση   

Έχουμε 
2

y

y x

x

P =2y P(x,y)=y x  
P Q

Q =0Q(x,y)=2y

 
   


 , άρα η ΔΕ δεν είναι πλήρης. 

Παρατηρούμε ότι    y x

1 1
P Q 2y 0 1 f x

Q 2y
    ( ) . Πολλαπλασιάζουμε και τα 

δύο μέλη της εξίσωσης με    f x dx dx xF x y e e e   , . Οπότε :  

   2 2 x x xy x dx 2ydy 0 y e xe dx 2ye dy 0        η οποία είναι πλήρης γιατί :  

Διαφορική  
Εξίσωση 

Ολοκληρωτικός  
Παράγοντας  

Τέλειο  
Διαφορικό  

ydx xdy  
2

1

x
  

2

xdy ydx y
d

x x

    
 

 

ydx xdy  
2

1

y
 

2

ydx xdy x
d

y y

 
  

 
 

ydx xdy  1

xy
  xdy ydx y

d
xy x

        
ln  

ydx xdy  
2 2

1

x y



 1

2 2

xdy ydx y
d

x y x
         

tan  

ydx xdy  1

xy
   ydx xdy

d xy
xy


 ln  

ydx xdy  

 n

1
n 1

xy
,  

 
 1 n

n

xyydx xdy
d

1 nxy

 
    

 

ydx xdy  
2 2

1

x y
  2 2

2 2

ydx xdy 1
d x y

x y 2


 


ln( )  

ydx xdy  

 n2 2

1
n 1

x y



,  

 
 
 

n2 2

1 n2 2

ydx xdy

x y

d x y

2 1 n







   


 

αydx bxdy  α 1 b 1x y    α bd x y  
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2 x x
x x

y xx
y

u =P(x,y)=y e xe   
P Q 2ye

u =Q(x,y)=2ye

    


 

Ολοκληρώνουμε την δεύτερη εξίσωση x
yu =Q(x,y)=2ye  ως προς y :  

x x 2 x
y yu =Q(x,y)=2ye u dy= Q(x,y)dx+k(x) u x y = 2ye dy+k(x) u x y =y e +k(x)    ( , ) ( , )

οπότε παραγωγίζοντας την u x y xy k x ( , ) ( )  ως  προς x έχουμε: 2 x
xu y e k x  ( )

οπότε εφόσον 2 x x
xu =P(x,y)=y e xe  , έχουμε ότι 

 x x x xk x xe k x dx xe dx xe e         ( ) ( ) . Άρα  

2 x x xu x y y e xe e  ( , ) οπότε η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι : 
2 x x xy e xe e c    όπου c αυθαίρετη σταθερά. 

 

 

  

1. Να λυθεί η μη πλήρης διαφορική εξίσωση   2ydx x 6y dy 0    ,   

                                                                                                    [Απ: 
x

6y c
y
   , συνθήκη 2 ]  

2. Να λυθούν οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις  

i.    3 3 4 2 24x y 2xy dx 3x y x dy 0           [Απ: 2 4 3x y x y c   , πλήρης ]  

ii.  x x2x ye dx e dy 0    

[Απ: x1
exp( 2x)(1 2x 2ye ) c

2
    , συνθ1,  F x y 2x , exp( )  ]  

iii.  x y dx tanxdy 0    

[Απ:  cosx x y sinx c   , συνθ1,  F x y x, cos ]  

iv.  2y dx xy 1 dy 0    

[Απ: xy lny c  , συνθ2,   1
F x y

y
, ]  

 


